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3. DIE AXIOME DER ZERMELO-FRAENKEL’SCHEN MENGENLEHRE

Die Signatur der Zermelo-Fraenkel’schen Mengenlehre ZF ist £7¢ =({€}| wobei € ein 2-
stelliges Relationssymbol ist. Anstelle von € yx schreiben wir y € x und sagen “y ist Element

—

von x”, und fur =(y € =) schreiben wir y ¢ x.

DAS AXIOMENSYSTEM VON ZERMELO
Im Jahr 1905 begann Ernst Zermelo die Mengenlehre zu axiomatisieren und publizierte 1908
sein erstes Axiomensystem, das aus folgenden sieben Axiomen bestand:

(a) Axiom der Bestimmtheit
besagt, dass eine Menge durch ihre Elemente bestimmt ist

(b) Axiom der Elementarmengen
besagt, dass es gewisse Mengen gibt, wie z.B. leere Menge oder Paarmenge

(c) Axiom der Aussonderung
besagt, dass aus Mengen gewisse Teilmengen ausgesondert werden kdnnen

(d) Axiom der Potenzmenge
besagt, dass zu jeder Menge die Menge ihrer Teilmengen existiert

(e) Axiom der Vereinigung
besagt, dass wir Mengen von Mengen vereinigen kdnnen

(f) Axiom der Auswahl
besagt, dass cartesische Produkte nicht-leerer Mengen nicht leer sind

(g) Axiom des Unendlichen
besagt, dass es eine Menge gibt, die nicht endlich ist.

Die Axiome (a)—(e) und Axiom (g) (d.h. alle Axiome ausser dem Auswahlaxiom), sind die
Axiome 0—6 der Zermelo-Fraenkel’schen Mengenlehre, welche im folgenden Abschnitt einge-
fiihrt werden.

DIE AXIOME 0-6

0. Axiom der leeren Menge.

daVz(z ¢ x)
Das Axiom der leeren Menge besagt, dass eine Menge existiert, welche keine Elemente besitzt.
Insbesondere existiert mindestens eine Menge, ndmlich eine leere Menge.

1. Extensionalititsaxiom.
VxVy(Vz(z ErrzEY) D= y)

Das Extensionalititsaxiom besagt, dass zwei Mengen, welche dieselben Elemente besitzen,
identisch sind. Die Umkehrung dieser Implikation folgt aus dem logischen Axiom L;s.
Aus dem Axiom der leeren Menge folgt mit dem Extensionalitifsaxiom, dass dic Ieere Menge
eindeutig ist; diese wird mit () bezeichnet. -
Wir definieren nun das binédre Relationssymbol C fiir Teilmenge wie folgt:

/@ {_g/g/x'<:> VZI(Szey%ix)_f M

y £
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Beachte, dass () C x fiir jede Menge x gilt. Weiter definieren wir das binire Relationssymbgl C

fiir echte Teilmenge durch
yCri<—= yCarxAy#czx.

&xVyEIqu(z €u+ (z:m\/z:’y)_)j

Das Paarmengenaxiom besagt, dass fiir alle Mengen x und y immer eine Menge w existiert,
welche nur die Mengen z und y als Elemente besitzt. Fiir die Menge, welche nur x und y enthilt,
schreiben wir {x,y}. Beachte, dass aus dem Extensionalititsaxiom die Gleichheit {z,y} =
{y,z} folgt, und dass fiir = = y die Gleichheit {x, y} = {z} gilt.

Mit dem Paarmengenaxiom konnen wir nun wie folgt auch geordnete Paare definieren:

[T = (@ oY | T mmy o =00,
Es lasst sich einfach zeigen, dass gilt
[ ) =) = as=cdny=y, |
und somit konnen wir das bindre Funktionssymbol ( -, - ) wie folgt definieren:

2. Paarmengenaxiom.

(z,y) =u<= Vz(z €u+ (z={a} Vz={z,y}))

Analog konnten wir auch geordnete Tripel, Quadrupel, etc., definieren, doch das wird einfacher,
wenn wir mehr Axiome zur Verfiigung haben.

3. Vereinigungsaxiom.

VaIuVz(z € u ¢ Jw(w € Az € w))

Das Vereinigungsaxiom besagt, dass zu jeder Menge x eine Menge u existiert, welche alle Men-
gen enthélt, welche Elemente von Elementen von x sind. e ' e 1,

Mit dem Vereinigungsaxiom konnen wir die unire Vereinigungsfunktion | J wie folgt defi-
nieren:

\\Lgcv\{) Ux:u:<:> ‘v’z(zeuﬁﬂw(wEx/\zeﬁ :wULJ_
&X
Zum Beispiel gilt x = | J{x}. Mit Hilfe des Vereinigungsaxioms und des Paarmengenaxioms
konnen wir die biniire Vereinigungsfunktion U wie folgt definieren:

\ny:zU{x,yg}}

Ebenfalls mit dem Vereinigungsaxiom und dem Paarmengenaxiom, und durch die Definition
x + 1 := 2z U{z}, konnen wir zum Beispiel folgende Mengen bilden:

0:=0 _@‘?"L e
1:=0+1=0U{0} = {0} o badig Eamrte
—1+1=1U{1} = {0,1} Ee_o:ju 2 pbaie

2
3:=2+1=2U{2} ={0,1,2}

Wt v= holuw}

Allgemein kénnen wir jede natiirliche Zahl n identifizieren mit der Menge {0, ..., n—1}, wobei
die leeren Menge () der Zahl 0 entspricht. Diese Konstruktion fiihrt zu folgender Definition: Eine
Menge x heisst induktiv, falls

Vyly €z — (yU{y}) € 2).

—_———_ —
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Formal definieren wir ein 1-stelliges Relationssymbol ind wie folgt:

ind(z) <= Vy(y €z — (yU{y}) € 2)

Einerseits ist die leere Menge () induktiv, d.h. ind()). Andererseits konnen wir aus den bisheri-
gen Axiomen nicht beweisen, dass es auch nicht-leere induktive Mengen gibt — dies wird aber
durch das nichste Axiom garantiert.

4. Unendlichkeitsaxiom.

31 (0 € I Aind(]))
Das Unendlichkeitsaxiom besagt, dass es eine nicht-leere induktive Menge gibt, welche die
leere Menge enthilt. Jede der oben konstruierten Mengen 0, 1, 2, 3. . . (d.h. jede natiirliche Zahl)
gehort zu jeder induktiven Menge I welche () enthiilt.

5. Aussonderungsaxiom (Axiomenschema). Fiir jede Formel o(z) mit der einzigen freien
Variable z, ist der folgend Satz ein Axiom:

Vadyvz(z €y <> (z €z A p(2))) R A

Das Aussonderungsaxiom besagt, dass zu jeder Formel ¢(z) und jeder Menge = eine Menge y
existiert, so dass y genau diejenigen Elemente z von x enthilt, fiir die ¢(z) gilt. Etwas infor-
meller konnen wir das Aussonderungsaxiom (bzgl. ¢) wie folgt ausdriicken: Fiir jede Menge =

und jede Formel ¢ ist ?}\/‘x@/
Ger o) ] ~

eine Menge. Beachte, dass uns das Aussonderungsaxiom nur erlaubt, aus bestm
gen gewisse Elemente auszusondern und die “Kollektion” der ausgesonderten Elemente bildet
dann eine Menge. Wir konnen aber im Allgemeinen keine Kollektionen von Mengen mit einer
bestimmten Eigenschaft bilden, bzw. solche Kollektionen sind im Allgemeinen keine Mengen.
Zum Beispiel ist fiir eine Menge x und ¢(z2) = z ¢ z, {z € x : p(2)} eine Menge, aber die

Kollektio‘ist keine Menge.

Mit dem Aussonderungsaxiom konnen wir nun auch Durchschnitt und Differenz von Mengen
definieren: Seien z, und 21 Mengen und sei ¢(z) := z € ¢ (z¢ ist ein Parameter von ). Dann
definieren wir das binire Funktionssymbol N fiir Durchschnitt wie folgt:

xo N w1 Zgeeeszgy = {2 € 11 g2y < « |,
o, Y Kok, = Kin &y

Um Formeln besser lesbar zu machen, definieren wir:

Faz cwep(z) <= Jz(zew A ¢(z))

(z) <= Vz(zew— ¢(z))

Ve e wp

Analog zum Vereinigungssymbol | J, und mit Hilfe von diesem, definieren wir mit der Formel
¢(u) :=Vz € z (u € z) das undre Durchschnittssymbol (] durch

Mo gy = {ue | Jolot Vye <. wey f

Beachte, dass die Gleichheit x Ny = ({z,y} gilt. Mit p(z) := z ¢ y konnen wir das binire

Funktionssymbol \ fiir Mengendifferenz definieren durch

x\yW:{zexfzi,?Z%. &2"__(\;25:)@/

><\\/

\S‘l-'to-.ch,Q_Dd\Jlo\ai_\q,.,‘.s~
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6. Potenzmengenaxiom. Lld we T
VedzVy(y € z <> y C x)

Das Potenzmengenaxiom besagt, dass zu jeder Menge x eine Menge 2 (x) existiert, die soge-
nannte Potenzmenge von z, deren Elemente die Teilmengen von x sind. Weil mit dem Exten-
sionalitdtsaxiom die Potenzmenge von z eindeutig ist, konnen wir formal das 1-stellige Funkti-
onssymbol & wie folgt definieren:

P(r)=z:<= Yyly€z+yCu)

(Pl =2y S x3)

DEFINITIONEN UND KONSTRUKTIONEN AUS DEN AXIOMEN 0—6

Die Menge w. Als erstes definieren (bzw. konstruieren) wir mit den Axiomen 0—6 die Menge

w als die kl€inste induktive Menge, welche () enthilt: Mit dem Unendlichkeitsaxiom existiert

eine induktive Menge I, welche () enthdlt. Mit dem Potenzmengenaxiom bilden wir die Po-

tenzmenge &’ (Iy) und mit dem Aussonderungsaxiom bilden wir dann zuerst die Menge aller

X € Z(1), die induktiv sind und () enthalten, und bilden dann den Durchschnitt all dieser

Mengen X . Die Menge w ist also wie folgt definiert: rgQL LYYy BET AT S PN AN
o =X ePU):0eXAmX)) o Y‘:’Icfﬁ ot ki

)

ThIozakJQ-L(

Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass der Durchschnitt induktiver Mengen;-welche £
wieder eine induktive Menge ist, welche () enthélt; und weil w in jeder solchen Menge enthalten
ist, ist w tatséchlich die kleinste induktive Menge, die () enthiilt.

Die Menge w ist auch die kleinste Menge, welche die “Menge” IN (im naiven Sinn) der
natiirlichen Zahlen 0, 1,2, ... (wie wir sie oben definiert haben) enthdlt, d.h. “N C w”. Es
sei hier erwihnt, dass aus dem Gddel’schen Unvollstindigkeitssatz folgt, dass IN = w nicht
beweisbar ist — insbesondere ist die Existenz der Menge IN formal nicht beweisbar. Da wir aber
andererseits auch nicht “IN C w” zeigen konnen, diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass die Mengen IN und w identisch sind — insbesondere ist die Menge IN aus den Axiomen der
Mengenlehre konstruierbar.

Cartesische Produkte. Fir beliebige Mengen A und B definieren wir das bindre Funktionssym-
bol x durch

AxB:={(z,y) :x € ANy € B}

wobei (z,y) = {{z},{z,y}} ist. Die Menge A x B heisst cartesisches Produkt von A und
B. Beaclﬁe dass das cartesische Produkt A x B von A und B eine Teilmenge der Menge

PPAUBNIS pp Vet lopaon) |3%A Dy el - p= <></,>}’

Funktionen. Mit Hilfe cartesischer Produkte konnen wir nun Funktionen f : A — B, welche
jedem Element der Menge A genau ein Element der Menge B zuordnen, als Teilmengen von
A x B auffassen. Die Menge aller Funktionen f : A — B, welche wir mit Ap bezeichnen, ist

definiert durch G"’rﬂ« et Tl
AB.= {fCAxB:VozeA3lye B ((z,y) € f)}

wobei 3!y bedeutet, dass es genau ein y gibt, d.h. 3lyp(y) ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir
By (p(y) AV2(p(2) = 2 =1)).

Fiir Funktionen f € AP schreiben wir iiblicherweise f: A — Bund fir (z,y) € f schreiben

wir iiblicherweise f(x) = y. Ist die Menge A ein cartesisches Produkt, zum Beispiel A =
\

&

by e A= e

~ f;/l\/s@ ""‘f%%W,
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Cy x Cy, soist f : A — B eine 2-stellige Funktion. Wit konnen auch injektive, surjektive oder
bijektive Funktionen definieren, zum Beispiel:

f € ABistinjektiv <= Vz,2' € AVy € B[({z,y) € f A {2, y) € ) —z=1a)

Eine Menge A heisst endlich, falls eine &J&Vﬁﬁn f : n — A existiert fiir ein n € w.
Beachte, dass diese Definition von “endlich” nur dann mit dem richtigen Endlichkeitsbegriff
tibereinstimmt, wenn IN = w. Eine Menge A heisst abzéhlbar, falls eine Surjektion f : w — A
existiert, andernfalls heisst A iiberabzihlbar. Beachte, dass insbesondere jede endliche Menge
abzdhlbar ist.

Cartesische Produkte und Relationen. Mit Hilfe von Funktionen kénnen wir nun auch allge-
meine cartesische Produkte definieren: Seien A, Mengen fiir jedes ¢ € I (fiir irgend eine Index-
menge /). Dann ist fiir A := J{A, : « € I'}, das cartesische Produkt X ,_; A, der Mengen A,

(¢ € I) die Menge aller Funktionen f € A die aus jedem A, ein Element auswéhlen, also:

{feIA VieI(f GATY__(QP(L) v

Giltfiiralle . € I, A, = A (fiir eine Menge A), dannist X _; A, = TA Ist I = nfireinn € w,
dann schreiben wir auch A™ anstelle von "4 und wir ldentlﬁ zieren A mit der Menge

A"=Ax ... x A.
N————

n-mal
Mit Hilfe endlicher cartesischer Produkte konnen wir nun auch Relationen definieren: Fiir
eine Menge A und ein n € w, ist R C A" eine n-stellige Relation auf A.

LEI

Zwei Beispiele fiir Ordnungsrelationen:

e Eine bindre Relation R auf A ist eine lineare Ordnung auf A, falls R transitiv ist und
fiir alle Elemente =,y € A Trichotomie gilt (d.h. entweder x Ry, oder x = y, oder y Rx).

e Eine lineare Ordnung R auf A ist eine Wohlordnung auf A, falls jede nicht-leere Teil-
menge S C A ein R-minimales Element besitzt, d.h. es existiert ein xy € .S, sodass fiir
alle y € S gilt ~yRx,. Beachte, dass, weil R eine lineare Ordnung ist, das R-minimale
Element z eindeutig ist. Falls eine Wohlordnung R auf der Menge A existiert, so sagen
wir, dass A wohlordenbar ist.

Die Frage, ob jede Menge wohlordenbar ist, wird durch das Auswahlaxiom, welches wir
spiter behandeln, beantwortet.
DIE AXIOME 7 & 8

Das nichste Axiom stammt von Abraham Fraenkel.

7. Ersetzungsaxiom (Axiomenschema). Um dieses Axiom zu formulieren, fithren wir den
Begriff der Klassenfunktion ein: Sei ¢(z,y) eine Formel mit z, y € frei(p), so dass gilt

Vo Ay p(z,y). L
Dann ist das 1-stellige Funktionssymbol F', definiert durch
F(z) =y <= ¢(z,y),

eine Klassenfunktion. Das| Ersetzungsaxiom besagt, dass fiir jede Klassenfunktion F' und fiir
jede Menge A, das Bild von A unter F' eine Menge ist, d.h.

FlAl:={F(z):z € A}

%Sﬁ»MM? b 1y € P (@) b i sy AL g

m o0ir)) — 5w Ju Iy (yev e Fuew: plad )
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ist eine Menge. Etwas kiirzer ausgedriickt: Bilder von Mengen unter Funktionen sind Mengen.
Mit dem Ersetzungsaxiom kénnen wir Mengen wie zum Beispiel

{P(z): 2 Pw)}
bilden; setze A = & (w) und F(z) := P (x).

Das letzte Axiome ist zwar fiir die Mengenlehre wichtig, hat aber auf die allgemeine Mathe-
matik keinen Einfluss.

8. Fundierungsaxiom.
Ve (z#£0—Jy(yeaAlynz=0))).

Das Fundierungsaxiom besagt, das jede Menge wohlfundiert ist, d.h. jede nicht-leere Menge z
besitzt ein Element iy € x, sodass kein Element von y ein Element von x ist.

Mit dem Fundierungsaxiom erhalten wir, dass es keine unendlich absteigenden Sequenzen
der Form (e . 3 00— A, Craxp wd k=) "y

. LogDTy DT D - ~2 D0, k[n)(:ﬁ AL(/\X(‘HGXOJ(L‘ kz
gibt, denn sonst wiirde die Menge\ {z9, 1, 29, ...} dem Fundierungsaxiom widersprechen. Ins-
besondere gibt es keine Menge z fiir die z € z gilt, und es gibt auch keine Zyklen wie zum
Beispiel 7g € 2, € - - € T, € Ty. -
B2 t’\lz\r,,idb “ . Yy, s u i ( KpEU ELS .. —g('“eyU)

Das Axiomensystem, besteilen& aus den Axiomen 0—6 von Zermelo, dem Ersetzungsaxiom
von Fraenkel, sowie dem Fundierungsaxiom, bildet die Axiome der Zermelo—Fraenkel’schen
Mengenlehre und wird mit ZF bezeichnet.
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5. DAS AUSWAHLAXIOM

1904 (und dann nochmals 1907) hat Ernst Zermelo bewiesen, dass sich jede Menge wohl-
ordnen lasst. (Zur Erinnerung: Eine Wohlordnung auf einer Menge A ist eine lineare Ordnung <
bei der jede nicht-leere Menge S C A beziiglich < ein minimales Element hat.) Fiir die Beweise
benutzte Zermelo beide Male ein nicht-konstruktives Prinzip, das sogenannte Auswahlaxiom.

9. Auswahlaxiom.

vy(@ ¢ 94:]@0 e PU.Z Az € F(f(z) Ex)))

Das Auswahlaxiom besagt, das es fiir jede Familie .# von nicht-leeren Mengen eine Funktion
f gibt, die aus jeder Menge = € . ein Element f(x) auswihlt. Etwas informeller heisst dies,
dass jede Familie nicht-leerer Mengen eine Auswahlfunktion besitzt, oder noch etwas kiirzer,
cartesische Produkte nicht-leerer Mengen sind nicht leer.

Die Axiome ZF/zusammen mit dem Auswahlaxiom AC (fiir Axiom of Choice) ist das Axio-
mensystem der Mengenlehre und wird mit|ZFC)bezeichnet.

In der Mathematik wird anstelle des Auswahlaxioms meist eine dquivalente Formulierung be-
nutzt, wie zum Beispiel das Kuratowski-Zorn Lemma —manchmal auch bloss Lemma von Zorn
genannt, obwohl Kuratowski dieses Lemma mehr als 10 Jahre vor Zorn bewiesen und publiziert
hat. Bevor wir einige, zum Auswahlaxiom #dquivalente, Auswahlprinzipien formulieren (und de-
ren Aquivalenz zu AC beweisen), fithren wir den Begriff der Ordinalzahl ein, welcher eng mit
dem Auswahlaxiom zusammenhingt und in der Mengenlehre eine fundamentale Rolle spielt.



